Computation of order conditions for symplectic partitioned Runge-Kutta schemes with application to optimal control by Bonnans, J. Frederic & Laurent-Varin, Julien
HAL Id: inria-00070605
https://hal.inria.fr/inria-00070605
Submitted on 19 May 2006
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
Computation of order conditions for symplectic
partitioned Runge-Kutta schemes with application to
optimal control
J. Frederic Bonnans, Julien Laurent-Varin
To cite this version:
J. Frederic Bonnans, Julien Laurent-Varin. Computation of order conditions for symplectic partitioned
Runge-Kutta schemes with application to optimal control. [Research Report] RR-5398, INRIA. 2004,
pp.18. ￿inria-00070605￿
IS
S
N
 0
24
9-
63
99
   
   
 IS
R
N
 IN
R
IA
/R
R
--
53
98
--
F
R
+
E
N
G
ap por t  
de  r ech er ch e 
Thème NUM
INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE
Computation of order conditions for symplectic
partitioned Runge-Kutta schemes with application to
optimal control
J. Frédéric BONNANS — Julien LAURENT-VARIN
N° 5398
Décembre 2004
Unité de recherche INRIA Rocquencourt
Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 Le Chesnay Cedex (France)
Téléphone : +33 1 39 63 55 11 — Télécopie : +33 1 39 63 53 30
 
		 	!"#$!&%'()*	
	 	+)-,./102'	&	+!345)!7689	3:(;	:	
	<5(=;>	?(
@+ACBCDFEHGEIDKJMLONQPSRRTRU
∗ V @XWYMJ[ZH\^])T'_`
aRbdcfegT`
hR †
ijlk<monprqtsvuxwzy|{~}fk<monF{)zlmoFHlnF{
Cf~n<}twHg)
4lX})lnnK jln<  jlnXIurKn<m>lfn u-¡K¢£nK{
¤
¥+¦F§<¨#©lª§«S¬ nQ|­{f¢{{t}j1noln<f¯®##}f¯I°* |nF<1l±}f¯I1{t°²g}jln'l­{ffn}f¯³K#}­´°gµ¶l1<|·
{¸} ­lnK1¹l}­moº;<H}fºlflº­n<mQ{F»+¼)j1n<½}fjln{f jlnFmdn
°²}jln{~} #}fn
nFH1}­={°r)ll£In·
¾l}¸}fS}~yHXn¿Oij1­{>lflº­n<m2lXnFf{}f´Xn'nF{f{n<H}º­º¯y}j1n'ln
°4 jlnF Àz­l£OIf|nFI1|¯}­1{
°²I{yzmd1º¯nK9})1¸}f±}f¯IlnFQ4ll£n<·Á¾l}¸}f{ jlnFmonF{F¿ ¬ nt{jl#¼Â}j1}*}fjln4}fjlnrImol|}f}­1{*1{¯l£
1±·ÃIº¯IlnKÄ}fn<nK{fn'1}l º­º­yÄn<Å|lnK{{nFÆ­=}fjl­{oF{n'¯Ç}nFmQ{>°>È#É9Ê¶Ë<Ì1ÍÃË ÎdÏ ÉË ËÍMÉfËfË<¿ij1­{
£I¯®InF{d¼;Ðy'}QImd1|}n}fjln<m$Hyllf1#}fng<mol|}fn<)lf£Ifm¿
tlg{¸°Ñ}~¼;n{rlº¯n}
<mol|}fnI1|¯}­1{rl}'Ifln<gÒµ¶¼n>|­{lºÐy'}fjln<mÓl}f' |n<
Ô ¹9¿ÕijlnfnF{lº±} {fnr­I<If11<nr¼)¯}j}jlH{¸ng°Ör£In<µ²¼)jlnFnt}j1n<y'¼;n<fng<mol|}fnF'°² |n<
1}fo H¹{;¼;n<º­º?{;}fjlI{n°sSlf1d¼)jln<fng}jlnzlm>¢nF4°¢|±}f¯I1{l}QIfln<rÒ­{){¸}f}nF&¿
×SØHÙÛÚfÜÝ ¨#Þ+¦« t|}­mQº*<H}fº[»?Ötmo¯º¯}IlÆ{¸y|{¸}n<mQ{F»?1¸}f±}f¯IlnFÄ)l1£n·Ã¾|}}fmon}j1z1{<»
w|yHmolº­nF}{ j1n<monF{F»| |n<)<1|¯}­¢{<»|Õ·Ã{n<f¯nK{<»lÖ4·M}fnFnF{F»ltf­n<H}nK'°²fn<n<·M}fnFnF{F¿
ß&àÐáãâ¢âMäMåÐæKç)áãâ¢â[åÐèÐèé9ê²ä[ë~æ4ìç4íïî+ðXñò óÐærôî+ð¢õ?ö*÷áãó;ä[àKëø¯ê[ò ù)ëÃúïé9ê¶û;é øä[àKëÕíïî+ðXñ*ø­ë~üãüãé¸úâMàÐáãèé øä[àKë+â[ë~ý~é9óÐæ
ò åKä[àKé9ê¸þ
∗ ÿ þ #ê¸æ¸ê¶áãý&ôîîöî+ñ	1êMé
¶ëÃä*ñ<çFæÐé<ý¸éÐ÷ÑóÐê¶á ò²õ&éFý<åÐë~óÐý~é9åÐê¶ä¸÷+é9ù4ò áãóKëÕæÐë¢é9üãåÐý~ë¸ò åH÷	K÷ !#"HëíïàKë¸âMó#ò¸ç÷$ #êMò óÐý~ë%& #ê¶ë~æÐë~êMáãý9þ Ûé9óÐóÐò óÐâ('+áãóÐê¶á òKþ ø¯ê*)Áþ
† ÿ åÐüãáãë~ó+"zö-,+õ?ðXîß.lö+õ-²î/"zé9ó10Ñß|ë~ê¶ù2+ë~â[á309ó+4 ñ<çKâ¶ä[ë~ù5Ñóä[ë09êMòfä[áãé9ó6+ë~è#ò ê¶äMù)ë~ó<ä¸÷lôîðXõ&ö÷Iò óÐæ7	¢ê¶é

MëÃäñ<çFæÐé<ý~éÐ÷8²îõ-Ñöõ&éFý<åÐë~óÐý~é9åÐê²ä÷9+é9ù4ò áãóÐëdæKë:¢é9üãåÐý~ëò åI÷8	;K÷8 !<"HëQíÛàÐë~â[ó#ò~ç=% ÿ åÐüãáãë~óHþ "zò åÐêMë~óä>
Ûò ê¶áãó'+áãóÐê¶á òKþ ø­ê?)Áþ
 (;(½)!7; 	<!$ ¸
  !?345!7
,$./l02
	&	5!&%'()C	+o)!"	 	+)!$)v(;	
	 ( ; 5 
	+<5(

 ¦  « }º­nÕ} ¯}nº¯n*Fºlºz|nK{?I1|¯}­1{   |n*¢Il?ºr|{ff}{f#}­|nlflº­k<monF{
ln
ImdmQ1|nQl}­moº¯n{1{IH} ­I}fnF{F»?º­ {HlnQº­n
{f jl<mQnK{~}>lnQ}~yz¢n
4ll£n<·Á¾l}¸}f1¿Sn
1Ilº¯kFmond{noK|l¯}<n<º­lC|nQº
®I<f¢F#}f¯I|nQI1|¯}­1{  If|fno|nomd<}jl||nK{|nQ)ll£In·
¾l}¸}f{yzmd1º¯nK9}HlnF{+1¸}f±}f¯IllFnF{F¿p4I1{moH}f¢{+Hlnº­n)<º1º|1{;{lº­nF{ÕflfnF{+lIº¯InK{
Ð®InF <¯ln{  nÅ|lf¯mon;|n*mQ1¯kFnC¢#}1nFº¯º­nCn<|}­º¯{fH}+|nK{1nK{ïº¯­lfnF{f¯nFH}F{F¿+nKH¢nFmon}
  n<Åz1­mon<4nK{)I1|¯}­1{1)llI£ momon¿
pr}fn><||n<º­<lº­nº¯nK{t<1l±}f¯I1{Õ~1{fH  Qº   |fndÒµ¶¯º{t{H}r1K{¸nFI}fF{C~1{H  'º   |n Ô ¹9¿
 nF{;fF{lº±} #} {;{H}n<F 
Ð®InFtn<lÅ|nÖr£In<µ¶Hl&oFºlº­tº­nF{<1|¯}­¢{+~1{H  >º   |fn
 z¹n}rsSlf1µ¶Hldl<lImlfnF{)<1l±}f¯I1{+~1{fI  dº  If|fnÒ¹¿
Ý §K¦ Ú ª  ¦S« momQ1|n|}f¯mQº­n»Û{yz{¸}kFmonF{tj1mo­º±}fl­n<1{F»Û{ jlFmQ{rln>)l1£n·Ã¾|}}fQ1¸·
}f±}f¯IllK{<»1{f jlFmoI{{¸yzmolº­nF9}f­HlnK{<»l<1l±}f¯I1{)   |nI»|Õ·Ã{¸F­nF{F»|Ö)·ÃflnK{<»|lfnF{;I­n<H}K{<¿
  ÉÎIËÉ È#ÌÛÎ#ÊÑÍ[Ê¶È#Ì*ÏÈ#É	
¯Ë<ÍMÊ
É9ÍMÊÑÍ[Ê¶È#ÌÛË Î|ÌHË|Í[ÍlËQË 
 ! >	?Q*	
ij1n
mo}f¯®##}f¯I=°)}fjl­{>¼;fÀÄ<monF{°²Im ½1º¯y|{­{zyÄÖt£nF#" Ò%$°4If|nFI1|¯}­1{°²
I|}­mQºXH}fIºllflº­n<mQ{rµ¶°&QIfl¯1yd|'&XnFnFI}f­º1nKI¢#}­X¹9¿Õijln4|nF­{C}>l­{ffn}f¯³Fn)}jln
{¸}f}n>nFH1#}f¯IOzyS
)l1£n·Ã¾|}}f
{f jlnFmdnI»Û¼)±}fj
l(&Ûn<fn<H}t®#º¯lnd°*<H}fº+{f{¸|<­}nF¼)¯}j
nK j#)¸¯1ln<g{~} #}n* ¿tÖr£In<4I1{n<f®nF{)}j1}r}j1nfnF{lº±}f¯1£'|}f¯mQº¯¯}~yS{¸y|{¸}n<m»Û#°Ñ}fn<t{mon j¢l£In
°&®#f­lº¯nI»I{;1¸}f±}f¯IlnF'4ll£n<·Á¾l}¸}f>{ j1n<mon¿Ö4nImd1|}nK{C}fjln<Äµ²zyQj1¢ï»zM¿ n¿­»z¼)±}fjl|}
<mol|}fn<4<zlnK¹*}jlnIfln<)I1|¯}­1{°²)Ifln<l}o 1¿CwznFnº{¸d}j1ngfnF{lº¯}f{°+"ã,$?¢-" Ô $&I
<1{¸} ­lnK´I|}­mQº*<H}fºÕlf1º¯nFmo{QµM1 {~}If|nF{~} #}fn'¢{~}ff¯lnK´1Ilº¯nFm»|{<n<}­³<nK
zy/.*lº¯nF  {4{f jln<monI»l1oH}fIºÛ<1{¸} ­lnK
lf1º¯nFm8¼)±}fjSd4ll£n<·Á¾l}¸}fo|{ffn}­³F}­¢¹¿
ijlnFnfnÕnF{f{¸nFI}f­º¯º­y4}~¼;)jzyz¢}jlnK{¸nK{&­}jln;1º¯y|{­{Û°0" Ò%$Á»Ðln*}j1nCf¯£I¯¢ºlf1º¯nFm ¢
}fjln)}fjln<*­{CfnF{¸}f9}­dd}fjlnr{f jln<mon¿Ctln)j1I{+}I{{lmon;}j1}C}j1n4Örmo­º±}flo{C{¸}fl£Iº¯y
<z®n<ÅÂ¼¿ K¿ }K¿}j1nÄ<H}fº[»)mofnO£nFln< º­º¯y }j¢#}
}fjlnÆ{¸nK¢ |n<f­®Ð}­®nO°Örmd­º¯}1­
¼¿ K¿ }K¿}jlnoII}fIº?{g¯z®nF¸}f¯1º¯nI¿ij1­{º­º­#¼4{4}fnFº¯­mo¯1}n>}jlnoIH}fº}j1lÀ|{4}f
}fjln>­molº­­<±}
}fjln<InFm»I{}j1}*¼n)j¢Ð®n)QnKI1¯®#º­n<H}*{f jln<mon°²IÕ}jlnrnK|1nKSµ¶{¸}f}n»HÐ~I¯H}*{¸}f}nK¹C{¸y|{¸}n<m¿
ij1no{nF<1jzyz¢}jlnK{¸{­{}j1}1lnQ°*}j1n'zn1'­n<H} {
bi
 {'µ²°}fjlnQ1¸}f­<lº­)ll£In·Ã¾|}¸} 
{f jlnFmdnÐ¹­{)³Fn<f1¿
ijlnomQ­ÄnK{¸lº¯}°Ör£In<2" Ò%$C{g}j1}F»&¯°}fjlnof¯£I¯¢ºÕ)ll£In·Ã¾|}¸} {f jlnFmdno{°µ²£º­¢ºÑ¹
Ifln<
p
µ²[¿ n¿­»#¼)jln<dllº­­nF}fgl1<H}fº­º­nF|'&Ûn<fn<H}ºHnFH1}­¢¹&}jlnF}fjlnfnF{lº¯}­l£t{f jlnFmdn
j¢{4Ifln<
q ≤ p
»¢¼)¯}j´nFH1º­¯}~y¯°
p ≤ 2
1|}g{¸}f­}r­lnFH1º¯¯}~y­´{monF{nF{)¼)jlnFln<®In<
p ≥ 3
¿
3ÃSIl|¯}­&»
q = p
¯°}fjln{ j1n<mon­{)n<Å|lº¯¯}4°+ |n<)}4mdH{~}) ¢¿
41 |n<t£fnF}n<r}j1´°²IlK»XIlno<1l}|<mol|} #}f¯I1{rzySj11ï¿3Á}­{t}fjln<Ä1{n°²lº+}
fn<º­yÄÆ}j1n'}j1n<fyÄ°4 |nFI1|¯}­1{°²>1}¯}­lnK=)ll£In·Ã¾|}¸} O{f jln<mon¿ijl­{}j1n<fy»
¢{nFOI´lIº¯Ilgz}fnF}fnFnF{g¼)¯}jÄ¼)jl­ jÄfn>I{{|#}nKOnF¸} ­´zlm>¢nFf{F»Û­{nÅz}nF1{¯I
°ï}jlngf­£­1º¢¼IÀdzy25;|}  jln<°²µ²1
¢}¯}­lnK1¹C)1l£n<·Á¾|}}f>{ jlnFmonF{F»H{n<n65l}f jlnF"  1»
?¿C	$Á¿
3Á}C1¢nK {?}fj1#}}fjln)º{f{?°¢1¸}f±}f¯IlnF>)ll£In·Ã¾|}¸} t{f jln<monK{+<mo­l£r°²fm }fjln)|{<n<}­³F#·
}f¯I°I|}­mQºCIH}fºlflº­n<mQ{fn>­°¶9}¢}¯}­lnK´{yHmolº­nF}o)ll£In·Ã¾|}¸} {f jlnFmdnK{<»
 j¢ 9}fn<f¯³FnFozyQfn<º#}­Äµ² z¹CXn<º­#¼¿Cwzd}jlnHlnF{¸}­¢I¯º{)|#¼)'}f}fjlnlng°nÅ|lfnF{f{¸­l£I¸·
ln<<1l±}f¯I1{C°²I*}fjl{<º­I{{F¿+ij1nrmQ­'fnF{lº±};°ï}fjl­{1¢nF{C}fj1#};¼ng<Q|} ­Q}jln|nK{¸­nK
n<Å|lnK{{­1{;1{¯1£')¸Fºlº­1{7*gI­n<H}nK'°²fn<n}fnFnF{F¿*iQ¢n{¢nK ¢»¢¼)±}fjSnFI jI­n<H}nK'°²fn<n
}fnFntng{f{¸|#}fnFQ{mong¼nF¯£IjI} {<»z¢o}jlngmQ­
I¢nFf}­'{C}f8){lº¯¯}7*tzydfz}fnFo}fnFnt­H}>
{lmvµ¶¼)±}fjOzn1'<¯nFI} {
±1
¹°{¸1 jI­n<H}nKQ°²fn<n}fnFnF{F¿
ijln1¢nF>{df£I1¯³FnF={°²º­º­#¼4{<¿93Ã=}j1nln<Åz}o{nF}­½¼;nln}f¯º}j1n|{ffn}­³F}­½°
I|}­mQº&<H}fºïlf1º¯nFmo{zy)ll£In·Ã¾|}¸} d{f jlnFmdnK{<»l1{¸j1#¼ }j1nnFº­}­¼)±}fj¢}¯}­lnK
{yzmolº¯nK9}f­)l1£n·Ã¾|}}fd{ jlnFmonF{F¿{f#}f­{¸°²yz¯1£Oµ² H¹¿Cijln<­{nF}­>¼;nnF®z¯nF¼ }jln}fjln<IyQ°
Ifln<I1|¯}­1{°²1¸}f±}f¯IlnFÄ)l1£n·Ã¾|}}fS{f jln<monF{F¿w|nF9}f¯IÆ S¯H}f||1<nF{I­n<H}nKO°²fn<n
}fnFnF{F»X1S{jl#¼4{4jl#¼ }fjlnIf|nFt<1|¯}­¢{r<S¢ndnÅ|lfnF{f{nF¯O}n<fmQ{r°Õ}jln>º­}¸}fn<K¿4+¯1º¯º­y
{nF}­|{f1{f{¸nK{C}fjlnzlmon<f­FºÛ¯molº­n<monFI} #}f¯I&»|1|­{lºÐy|{*}fjlnnK{¸1º±} {C°²I;Ifln<;l
}f Ô
1
}jlnzlm>¢nF)°Õ¢|±}f¯I1{;°²)Ifln<l}
Òz¿
õõó	: !;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/
(45!
 n}
f
1
Φ
¢n
C∞
°²l1}­1{
IRm × IRn → IRn
¢
cRn → IR
»XfnF{¢nK9}­®nFº¯yI¿t1{|n<r}jln
°²Iº¯º­#¼)­l£>11I1{~}ff¯1nF|}f¯mQº&<H}fºÛlf1º¯nFm#



Min Φ(y(T ));
ẏ(t) = f(u(t), y(t)), t ∈ [0, T ];
y(0) = y0.
(P )
¬ nfnF{¸}f­})}jln1º­y|{¸{;}'<H}­zl1{rH}fIº¢°²119}f¯I1{<¿tn<l}nzy
H(u, y, p) := p · f(u, y)}fjln8
Ë1ÎÈ %$ >Ê  ÍÃÈ#Ì¢Ê#Ì=°+}fjlnlf1º¯nFm¿4ij1n1 {~}rIfln<4lnKnK{{ffy'l}­moº¯¯}~y¢|±}f¯I1{4°
}fjl{)lflº­n<m8mQÐyQXn¼)¯}¸}fn<­}fjln°²º­º­#¼)¯l£>°²fm&#






ẏ(t) = f(u(t), y(t)),
ṗ(t) = Hy(u(t), y(t), p(t)),
0 = Hu(u(t), y(t), p(t)),



t ∈ [0, T ],
p(T ) = Φ′(y(T )), y(0) = y0.
(OC)
¬ n{Ðyd}fj1#}
(ū, ȳ, p̄)
{)
n<Åz}fn<mQºÛ¯°¯}){f#}f­{ 1nK{
(OC)
µ
ū
¢nF¯1£odIH}­H11{*°²l19}f¯I¢¹9¿  n}
(ū, ȳ, p̄)
¢nn<ÅH}fnFmQº[¿ 3Á°
u 7→ Huu(u, y, p)
{)­z®n<}­lº­ngº¯Il£d}jln}ff~nF}fy
,
µ¸¡K¹
}fjln<´Hy}fjln>­molº­­<±}g°²l1}­1{r}jlnFfn<m»Û¯
{moº¯º
L∞
1n<­£jz¢Ij1H|°Õ}jl{4}ff~nF}fy»¢¼n
j¢Ð®nd}j1}
Hu(u(t), y(t), p(t)) = 0
(&
u = φ(y(t), p(t))
»Õ¼)jln<fn
φ
{
C∞
moll­l£1¿rn 1ln
}fjlnÍMÉ1Ë$	dÊ  ÍÃÈ#Ì1ÊÌÇ{
H(y, p) := H(φ(y, p), y, p)
¿dqr{¯l£
Hu(φ(y(t), p(t)), y(t), p(t)) = 0
»
I|}f¯
Hy(y, p) = Hy(φ(y, p), y, p); Hp(y, p) = Hp(φ(y, p), y, p).
µMI¹
I1{nFHln<H}fº¯yI»1l1ln<gjHyzX}fjlnF{­{>µ~¡Ð¹9»
(OC)
­{tº¯|Fº­º¯ynFHl­®#º­n<H}4}
}jlnÉË Î	 Ë Î'$	dÊ  ÍÃÈ#Ì¢Ê#Ì
,9ÍÃË
ẏ(t) = Hp(φ(y, p), y, p), t ∈ [0, T ],
−ṗ(t) = Hy(φ(y, p), y, p), t ∈ [0, T ],
p(T ) = Φ′(y(T )), y(0) = y0.
µ¶I¹
¬ nl#¼ }lf
}fo}jlnl­{f1{f{¯I°}fjln|{<n<}­³F#}f¯I°?}fjln|}f¯mQº?II}fIºÛlIlº­n<m
(P )
¿
ij1n4ll£n<·Á¾l}¸}fo|{ffn}­³F}­I1{¸|nFnK'­9" Ò%$&{







Min Φ(yN );
yk+1 = yk + hk
∑s
i=1 bif(uki, yki),
yki = yk + hk
∑s
j=1 aijf(ukj , ykj),
y0 = y
0,
(DP1)
°²Iº­º
k = 0
}f
N − 1
¢
i = 1
}f
s
¿'Örn<fn
hk > 0
{g}jln'{¯}nQ°;}j1n
k
}jÄ}­mon'{~}fn<&»+1
(a, b)
­{g}fjlnQ{¸n<}°;4ll£n<·Á¾l}¸}fzn1Q<¯nFH}f{F¿  n}1{l1ln<fº¯­lnd}jlnQ jlI­<n>°1{­l£S|(&Ûn<fn<H}
²î+õ Ñö
  ÉÎIËÉ È#ÌÛÎ#ÊÑÍ[Ê¶È#Ì*ÏÈ#É	
¯Ë<ÍMÊ
É9ÍMÊÑÍ[Ê¶È#ÌÛË Î|ÌHË|Í[ÍlËQË 
®#º¯lnK{;°+<H}fº{
ukj
{f{¸|<­}nF'¼)±}fj­llnF){~} #}nK{
ykj  
}fjl­{)<H} {¸}f{¼)¯}j}j1n<)l1H jlnK{
­
¼)j1­ j
}jln|{<n<}­³F#}f¯I'°+H}fIº­{­{;H {¸nFC}fj1
}jlnglng°?}jln{~} #}fn»zM¿ n¿­»z°²IH}fºX­{
} ÀIn<¢{~} H}F»|I;Ilº­y
	1QlnInK j}­mdn{¸}nFÄµ¶n¿ £1¿"­¡»1l»1,$²¹9¿
¬ nmQÐy'nF¼)¯}n
(DP1)
l1ln<}j1nnFHl­®Ðº¯nFH};°²Im













Min Φ(yN );
0 = hk
s
∑
i=1
biKki + yk − yk+1,
0 = f(uki, yk + hk
∑s
j=1 aijKkj)−Kki,
0 = y0 − y0.
(DP2)
3Ã'}jlntnÅ|lfnF{f{¸­QXn<º­#¼¼ngH}ffI9}
yk +hk
∑s
j=1 aijKkj
­H}
yki
¿Õijln  £ l£I­°²l¢9}­
I{{|#}fnF'¼)¯}j
(DP2)
{ #
Φ(yN )+
N−1
∑
k=0
{
pk+1 ·
(
hk
s
∑
i=1
biKki + yk − yk+1
)
+
s
∑
i=1
ξki · (f(uki, yki)−Kki)
}
+p0·(y0−y0).
Örn<fn
pk+1
»
ξki
»1
p0
fn*}fjln  £ l£In*m1º±}f¯lº­­n< {Õ{f{¸|#}fnF¼)¯}jd}fjln)¢{~}ff¯H}f{+°
(DP2)
¿
C1º¯nK{
pk
¼)­º­ºXn­H}n<flfn}fnFS{4}jlnd|{<n<}­³F#}f¯IS°C·Á{¸}f}n°CH}f¯zlI1{)°²Im>lº­}­&¿
w|n}¸}f¯1£}>³<nF}fjln|n<f¯®#}­®n4°ï}jl{  £Ifl£d°²l1}­¼¿ K¿ }K¿?}fjlngl­mQºX®#f­lº¯nK{
yN
»
y0
»
yk
°²I
k = 1
}
N − 1
»
Kki
1
uki
°²
k = 0 . . .N − 1, i = 1 . . . s
»|¼;nl}f­
pN = Φ
′(yN ),
p1 = p
0,
pk − pk+1 =
∑s
i=1 fy(uki, yki)
>ξki,
0 = hkbipk+1 + hk
s
∑
j=1
ajify(ukj , ykj)
>ξkj − ξki,
0 = fu(uki, ykj)
>ξki, k = 0 . . .N − 1, i = 1 . . . s.
qt{¸­l£
1#¼ }fjlnjzyzX}j1nF{­{4}j1}
bi 6= 0
»Û{¸n<}
pki := ξki/(hkbi)
°²Itº­º
k = 0
}
N − 1
»X1
i = 1
}
s
¿2.Cº­¯mo­1#}f¯1£
ξki
°²Im }jln'¢#®In>fn<º#}f¯I1{F»ï¼nol}f­}jlnQnKI1¯®#º­n<H}l}­moº¯¯}~y
<1l±}f¯I1{



yk+1 = yk + hk
∑s
i=1 bif(uki, yki), yki = yk + hk
∑s
j=1 aijf(ukj , ykj),
pk+1 = pk − hk
∑s
i=1 b̂iHy(uki, yki, pki), pki = pk − hk
∑s
j=1 âijHy(ukj , ykj , pkj),
0 = Hu(uki, yki, pki), y0 = y
0, pN = Φ
′(yN ),
(DOC)¼)j1n<fn<zn1'­n<H}f{
b̂
¢
â
n|n 1lnKzyQ}fjln°²º­º­#¼)¯l£dfn<º#}­¢{ #
b̂i := bi, âij := bj −
bj
bi
aji,
°²4º¯º
i = 1, . . . , s
¢
j = 1, . . . , s.
µ² z¹
3Á°|}fjln*º­£nFl Õ¢{~}ff¯H}f{
Hu(uki, yki, pki) = 0
nÕº­|<º¯º­yrnKI1¯®#º­n<H}&}f
uki = φ(yki, pki)
»
}fjln<
(DOC)
{gnFHl­®Ðº¯nFH}t}f'}j1no{fmon>1}¯}­lnK´)1l£n<·Á¾|}}f{ jlnFmondllº­¯nK}}jlnofn·
l1nK'{¸y|{¸}nFmÓµMI¹¿ij1­{;l1H jo1{nFoIQ°²fm1º­}­
(DP2)
{{º­¯£IjI}fº¯yQ{¯molº­n<K»Hl|}nFHl­®I·
º¯nFH};}fd}jlnIln°Ör£In<8" Ò%$Á¿
õõó	: !;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3Á}­{{f}j¢#}Õr1¸}f±}f¯IlnF)ll£In·Ã¾|}¸} r{f jln<montµ¶+mofn*£nFln< º­º­ygHyIln{¸}nF>{f jln<monK¹
{g{¸yzmolº­nF9}f­°C}fjlnoffnF{¢I1|­l£ 1#¼ {t{yzmd1º¯nK9}¿63Á}­{tÀzl#¼)S}j¢#}1}¯}­lnKS)ll£In·
¾l}¸}fÄ{f jln<monF{Q{f#}f­{¸°²yz¯1£µ¶ H¹dfn{¸yzmolº­nF9}f­»{n<n9"¯¡K|»ijln<InFm  1¿ Ô $Á¿ ¬ nI|}f¯Ç}j1}Q}jln
{f jlnFmdnI|}f¯lnK
zy|­{ffn}f¯³K#}f¯I°lflº­n<m
(P )
{){¸yzmolº­nF9}f­¿ 3Ã1}1º­}fjln°²º­º­#¼)¯l£
l­£ m8Imom|}fnF{F»|¼)jln<¼;ng¢{¸ng}j1nX#®n|­{ffn}f¯³K#}f¯I#
(P )
l­{ffn}f¯³K#}­
−−−−−−−−−−→ (DP )|}f¯mQº¯¯}~y
¢|±}f¯I1{


y
|}f¯mQº¯¯}~y
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Ḡ
¿  
ÈÉ9Ê¶ËÌ¢ÍÁË Î2É  

G
{rQ¢­
(V,E)
¼)jln<fn
V
{rI{4Xn°²fn1S1
E ⊂ V × V  
n<º­n<mon<H}f{r°
En<º¯º­nFI­n<H}nK'nK|£nK{<¿Õijln{n})°4È#É9Ê¶Ë<Ì1ÍÃË ÎÉ  
S¼)­º­ºï¢n|nFl}fn
G
¿
 © 	  Ø

V = {a, b, c, d}
1
E = {(a, b), (c, a), (d, b), (a, d)}
 
 
 ¢#}jÆ°)£IfljÄ­{¢l±}fn
{nFHln<¢nQ°®nF¸}f­<nF{QµM#}º­nFI{~}}~¼;H¹{1 jÄ}j1}}jlnFnQn<Å|­{¸}f{
ÆnF|£In'¢n<}~¼nFn<Æ}~¼;O{¸¢<nK{{­®no®nF¸}f­<nF{F¿  £IfljÆ­{  È#Ì1ÌÛËÍÃË Î´¯°rzy1­°)®In<}nF{fn
²î+õ Ñö
  ÉÎIËÉ È#ÌÛÎ#ÊÑÍ[Ê¶È#Ì*ÏÈ#É	
¯Ë<ÍMÊ
É9ÍMÊÑÍ[Ê¶È#ÌÛË Î|ÌHË|Í[ÍlËQË Ò
monFmXn<r°C#}rº­nFI{~}4Iln1}j&¿  <ÊÑÉ |ÊÑÍ)­{tQ1}jS¼)jlH{¸n 1 {¸}t1º{¸}rnFº¯nFmdnFH}f{r<­1|nI¿ 
Í[ÉË Ë
G
{<l1nF9}fnF´£ ljO¼)¯}j1|}­ l¯}f{F¿ijlno{¸n<}°C}fnFnF{g¼)¯º­º¢nQ|nFl}fn
T̄
¿  ÉÈKÈ#ÍÃËfÎ
Í[ÉË Ë
t
­{1­°
}fnFnd1°Ilno°*¯}f{®n<}nK{<»&Fº­º¯nKS}fjlnoz}K»?¢|nFl}fnF
r(t)
¿'ijln
º­nFÐ®InF{;fnr}fjln®nF¸}f­<nF{;¼)±}fjIlº­y'ln#¸nFH}nK|£nI»z}j1n<;}j1
}fjlnfH}F¿ ¬ ngmQÐyQ|n<H}f±°²y

fz}fnF
}fn<n¼)±}fjSf¯nFI}fnF£ lj?»H¼)j1n<fnº¯º?nF|£InF{;¢I¯H}4­S|¯fnF}­°º¯nKÐ®nK{<¿
ijlnd{¸n<}r°)ÉÈKÈ#ÍÃË Î'Í[ÉË Ë¼)¯º­ºXn|nFl}fn
T ∗
¿ ¬ n{¸Imon}­monF{t{¸XnFÀ°+°²fn<n}fn<nF{F»¢I{4Il¢H{¸nK
}fOfH}nK´}fnFnF{F¿ ¬ n
|n 1ln¯½S{¯mo­º­mQl1n<I­n<H}fnF}fn<nK{<»º{¸OFº­º¯nKÆÖ)·[}fn<nF{¯ "­¡K,$[¿
ij1n{n}4°ÈÉ9Ê¶ËÌ¢ÍÁË ÎtÏ ÉË ËÍ[ÉË Ë{4|n<1}nK
T
¿
5;º­1nK£Iflj1{4n£Iflj1{}f£In}j1n<4¼)¯}j´'moll­l£Q}fj1#}4}f'nFI jS®nF¸}fnÅ
v
{f{z<­}nK{
S<º­l
c(v)
»°)®#º­ln
B

W
µ¶lº­I À1Ä¼)jl±}fnK¹¿ij1n'{¸n<}° <Ê  fÈ ¯È	|ÉfËfÎÄÈ#É9Ê¶Ë<Ì1ÍÃË Î É 

µ¶nK{¸?¿ <Ê   È	¯È |ÉË Î'ÉfÈFÈÍÁË ÎQÍ[ÉË ËK¹¼)¯º­º&Xn|n<l}n
BG
µ²fnF{&¿
BT ∗
¹¿
¬ nl}n
VB = c
−1({B})
µ¶nK{¸&¿
VW = c
−1({W})
¹;}j1n{¸n<}4°lº Àµ¶nK{¸?¿*¼)jl¯}nÐ¹®nF¸}f­<nF{
1
EB
µ²fnF{&¿
EW
¹*}fjln{¸n<}4°nF|£InF{;n<¢|¯1£Qlº­I À´µ²fnF{&¿¼)jl¯}nÐ¹®nF¸}f­<n¿
41£­®nFQz}fnFo}fnFn»H¼)jlI{n4®In<}nF{fnr{f{z<­}nKo¼)±}fj'º¯n<}¸}fn< {
i, j, . . .
±};­{;Iz®n<1¯nFI}
}fQ|n<l}n
b̃ik = bik
¯°+®In<}nÅ
k
­{¼)jl¯}n
, b̂ik
}j1n<f¼)­{n¿
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∏
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∏
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∏
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∏
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∏
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∏
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∏
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∏
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∏
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∏
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φ(t) = 1/γ(t)
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∑
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φ(t) = φ(t1)− φ(t2)
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∑
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∑
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j
k l
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i
j
k l
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7
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X bi
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19
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X 1
bk
anmamkalkdldn =
1
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X bi
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X 1
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1
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X
almaklajkdjcm =
1
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X bi
bk
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7
360
X bi
blbm
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1
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X 1
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2
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2
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1
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2
md
2
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1
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2
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2
i d
2
l =
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1
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X
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2
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aikc
2
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X
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3
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2
l d
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1
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1
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